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20. EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Uma Equacéao Diferencial (ED) € uma equacao que relaciona diferencias
de uma funcédo dependendo de uma variavel (ED ordinéaria) ou de varias (ED
parcial). A ordem de uma Equacéao Diferencial é dada pelo diferencial de maior
ordem, vale destacar que se a ordem de uma ED for zero, ela pode ser tratada
como algébrica.

Um sistema de ED’s € o conjunto de uma ou mais equagdes que
relacionam os diferenciais de uma ou mais funcées. E essencial que todas as
funcdes dependam do mesmo conjunto de variaveis. A ordem do sistema e as
definicbes de ordinaria e parcial sdo as mesmas das Equacfes Diferenciais.
Um exemplo de sistemas de ED’s Parciais (EDP) sdo a Equagao tridimensional
de Navier-Stokes.

Outra definicdo importante para as ED’s é a linearidade ou néo-
linearidade. A principal caracteristica da linearidade é que ela permite combinar
diretamente solucdes para formar novas solucbes, através de um principio
geral de superposicéo. Esse principio € aplicavel a todas as equacdes lineares,
incluindo: sistemas algébricos lineares, ED ordinaria, EDP, problemas de
contorno, entre outras.

Uma ED é chamada, seja ordinaria ou parcial, homogénea e linear
guando, em ambos os lados, ha termos de soma, em que cada um envolve a
variavel dependente u ou um dos termos diferenciais, por exemplo:
du % u

e

at  ox?

+cos(x—t)u

Quando a ED envolver produtos da varidvel dependente e seus
diferenciais, sera nao-linear.
dut du 9*u

tu—=

at dx dx?

em que u du/dx é o termo de nao linearidade.

Mesmo lineares, as EDP’s possuem elevado grau de dificuldade em
suas solucdes, e apenas algumas sao completamente solucionadas. A maioria
das solucdes séo expressas como séries infinitas, necessitando de ferramentas

analiticas para avaliar sua convergéncia e propriedades. Todavia, para a
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maioria das EDP’s lineares, sua solugao aproximada é possivel através de

métodos numéricos (Ex. diferencas finitas ou elementos finitos)

20.1 — Modelagem de problemas fisicos

O objetivo da modelagem de problemas fisicos é encontrar um conjunto
de equacdes matematicas que descrevam adequadamente um fenémeno fisico
e possibilitem encontrar uma solucdo exata ou uma solucdo aproximada. A
solugdo exata usualmente é fruto de um método de solugdo analitica
encontrado através de métodos algébricos e diferenciais; enquanto a solugao
aproximada € resultante da aproximac¢do da solucdo analitica empregando-se
métodos numéricos, que usualmente baseiam-se em operacdes aritméticas

elementares.

20.2 - Classificacdo de Problemas Fisicos
A maioria dos problemas fisicos pode ser dividida em sistemas discretos e
continuos. Um sistema discreto consiste em um numero finito de elementos
interconectados, enquanto um sistema continuo envolve um fenébmeno que
ocorre sobre uma regido continua. Exemplo do primeiro € um conjunto de
massas conectadas entre si por um sistema de molas. Um exemplo para o
segundo tipo de sistema € a conducgéao de calor numa chapa.
= Problemas de equilibrio: sdo aqueles em que o sistema permanece
constante em relagdo ao tempo. S&o também conhecidos como
problemas em regime permanente ou no estado estacionario. Exemplos
sdo a estética de estruturas, o escoamento compressivel em regime
permanente e a distribuicio de campos eletrostatico e magnético
estacionarios. Geralmente sdo descritos por um sistema de equacdes
lineares e, em casos particulares, por sistema de equacgdes nao lineares
ou por equacOes diferenciais ordinarias com condi¢cdes de contorno
fechado.
* Problemas de autovalores: sao considerados como extensdo dos
problemas de equilibrio nos quais valores criticos ou especificos de
certos parametros adicionais devem ser determinados, além daqueles

correspondentes ao estado estacionario. Exemplos desta categoria de
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problemas fisicos sdo a flambagem e a estabilidade de estruturas,

problemas de frequéncia natural em sistemas mecéanicos e a

determinacao de ressonancia em circuitos elétricos. A solucéo deste tipo

de problema envolve tanto a solucdo de sistema de equacgdes lineares

com matriz de coeficientes singular ou por equacoes diferenciais com as

condicBes de contorno fechado.

= Problemas de propagacéao: incluem os fenbmenos transitorios e de

regime nao-permanente e sao agueles nos quais o0s estados

subsequentes de um sistema devem ser relacionados com um estado

conhecido inicialmente. S&o exemplos deste tipo de problema a

propagacdo de ondas em meios elasticos continuos, vibracbes auto
excitadas e a conducao térmica em regime transiente.

A Tabela 20.1 esquematiza as relagbes entre o0s principais tipos de

problemas fisicos e as correspondentes equac¢des matematicas que modelam

os fendbmenos fisicos.

Tabela 20.1 - Relagéo entre os tipos de problemas e o correspondente conjunto

de equacdes matematicas que governam o fenémeno.

CLASSIFICACAO DO EQUAGCOES QUE GOVERNAM O FENOMENO FiSICO

Problema Fisico Discreto Continuo
Equacbes diferenciais
Equilibrio Sistema  de  equagoes ordindrias ou parciais com

Igébri imultan P
algebricas simultaneas condicdes de contorno

fechadas

Sistema de equacgbes _ o
. . . Equacotes diferenciais
algébricas simultaneas ou o o
, _ . ordinarias ou parciais com
Autovalores equacdes diferenciais .
o o condicbes de contorno
ordinarias  redutiveis a

o fechadas
forma algébrica
Sistema de equacdes Equacles diferenciais
Programagao diferenciais ordinarias parciais com condicbes

simultaneas com iniciais prescritas e
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condigbes iniciais condicbes de contorno

desconhecidas abertas

A seguir, serdo tratadas as equacdes diferenciais parciais de 22 ordem
lineares, utilizando o método das diferencas finitas para obtencdo a solugao

numeérica.

20.3 - Classificacao das equacdes diferenciais parciais de 22 ordem

As equacbes diferenciais parciais (EDP) de 22 ordem podem ser
classificadas em trés tipos: elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas. A classificacdo
das EDPs objetiva especificar os métodos numéricos mais apropriados em sua
resolucdo. Geralmente, os problemas de fronteira fechada sé&o descritos por
equacOes elipticas, enquanto os problemas de fronteira aberta sdo descritos
por equacdes parabdlicas ou hiperbolicas.

Se a solugdo de um problema for descrita pela variavel u« = (x,v), a EDP
gue expressa a relacdo entre u e as variaveis independentes x e y pode ser
escrita, genericamente, como:

au,, + 2bu, +cu, +du,teu, +fu=g (20.1)

Na qual a, b, c,d, f e g sdo constantes ou fun¢des variaveis independentes

x e y. Os coeficientes a, b e ¢ séo tais que:
a®+b*+c* 0 (20.2)

Se os coeficientes a, b e ¢ forem constantes, pode-se classificar as EDPs
lineares de forma analoga as curvas coénicas tridimensionais (Figura 20.1)

através das seguintes relacdes:

e EDPs hiperbdlicas: b* —ac = 0, duas raizes reais e distintas

e EDPs parabolicas: b* —ac = 0, duas raizes reais e idénticas

e EDPs elipticas: b* —ac < 0, duas raizes conjugadas
complexas

A classificacdo das EDPs em trés grupos representativos tem

importancia na sua andlise tedrica, na descricdo de métodos numéricos e nas
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aplicacdes. A Tabela 20.2 apresenta os principais tipos de equacoes

diferenciais parciais.

Figura 20.1 — Curvas conicas representativas das EDPs lineares

Tabela 20.2 — Tipos de equacdes diferenciais parciais

NOME TIPO EQUACAO
Equacao de Laplace Elipitica Viu=0
Upy T Uyy T U ;=0
Equacéo de Poisson Elipitca Viu=c
Upy T Upy T Uzz=C
Equacéo de Fourier Parabdlica oy = 24
dat
fr{uﬂ +u,, + uzz} —u, =10
Equacao da onda Hiperbdlica - 8%u
c=V-u=—
at=
c:(u_u + 1y, + uzz} U, =0
Equacao de Lorentz Hiperbdlica i 1 8%u .
Viu — Py —f{x,y,z,t)
c2at2

r::{fuH + Uy + uzz} — Uy = —f
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Para resolver as equacOes diferenciais parciais do fluxo de 4gua subterranea,
as informacdes sobre a carga (h) e/ou gradiente da carga (Vh) devem ser
especificadas ao longo dos limites de um dominio do modelo. Os descritores de
diferentes tipos de condicdo de contorno (BC) foram extraidos de matematicos
fundadores principalmente do século 19 (Cheng e Cheng 2005).
Matematicamente, existem cinco tipos diferentes de BC, incluindo: Dirichlet
(Tipo 1), Neumann (Tipo 2), Robin (Tipo 3), Cauchy e Mixed (Liu 2018). Esses
nomes as vezes sdo usados na comunicacdo dos BCs dos modelos de fluxo de
agua subterranea e, portanto, a associacao correta entre a nomenclatura e a
forma matematica dos BCs € importante para comunicar adequadamente as
caracteristicas do modelo.

A distincdo entre os diferentes tipos de BC é consistente em toda a
literatura matematica (e.g., Weisstein 2019). No entanto, parece haver
inconsisténcias na nomenclatura de BCs de modelos de fluxo de agua

subterrdnea, como demonstraremos mais tarde neste artigo.

Condicao de Contorno — Dirichlet (Tipo 1)
O Dirichlet BC deriva do problema de Dirichlet, que se refere a um

problema de contorno de uma regido fechada Q, com limite I',onde o BC é
definido por (Cheng e Cheng 2005):

¢ =flx); xeT (1)

Aqui, ¢ € a variavel dependente, f(x} € especificada como uma funcéo
continua e x representa as dimensdes temporais e espaciais.

Em aplicacdes de agua subterranea da condicdo de contorno Dirichlet, a
carga hidraulica (ou em alguns casos a carga de pressao), i [L], é especificada.
O termo "condicéo de carga especificada" € usado onde r € descrito como uma
funcdo de espaco e/ou tempo, enquanto os valores de r que sao constantes
(ou constantes por partes) no tempo e no espaco sao referidos como
"condicbes de carga constante" (Franke et al. 1987). Assim, a condicao
Dirichlet aplicada a problemas de fluxo de agua subterrdnea pode ser escrita

como:
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B = I hy condicao de carga constante (2)
P £ condicdo de carga especifica

onde h, € uma constante.

As condi¢des de Dirichlet mais comumente representam a influéncia dos
corpos d'dgua superficiais nos modelos de agua subterrdnea, para situagdes
em que a carga imposta ao sistema de agua subterranea pode ser considerada
independente das variacbes do fluxo subterraneo. Isso requer forte
conectividade das &guas subterraneas-superficiais e volumes de agua
superficiais suficientemente grandes e/ou taxas de fluxo que sejam estéveis
apesar das flutuacdes das aguas subterrdneas (Bear 1979). Outra aplicacéo
comum da condicdo Dirichlet para problemas de fluxo de agua subterranea € a
imposicdo de pressdo atmosférica em locais de descarga para a superficie
(e.g., uma face de infiltracdo; Scudeler et al. 2017). Isso presume gque a agua
ndo se acumula em profundidades significativas nas depressfes da superficie

e que a infiltracdo € continua e ocorre em locais conhecidos.

Condicao de Contorno — Neumann (Tipo 2)
Na condicdo de contorno Neumann, a derivada normal da variavel

dependente é definida no contorno, como (Cheng e Cheng 2005):

Z—i=f(:): xel (3)
onde n é o normal externo de T, e f(x) € uma funcdo continua. Para problemas
de fluxo de agua subterranea, a derivada normal em Neumann é dh/dn, o que
implica uma descarga especifica (ou velocidade de Darcy, g [L/T]) de agua
para dentro ou para fora da fronteira com base na Lei de Darcy (Franke et al.
1987). Seguindo a terminologia usada para definir diferentes tipos de condi¢cdes
de Dirichlet, uma "condicéo de fluxo especificado” se refere a fluxos de fronteira
gue variam no espaco e/ou tempo, enquanto uma "condicao de fluxo constante"
se refere a fluxos de fronteira que s&o constantes (ou constante por partes) no
tempo e no espago (ou seja, dh/on=constante). Definindo g =0

ao longo de um limite de modelo de agua subterrdanea € um caso especial,
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noemando como uma “condi¢do sem fluxo”. E digno de nota que o modelador
frequentemente define o fluxo volumétrico normal para a regidao limitante (Q
[L3/T]) em aplicacOes praticas de condi¢cdes de fluxo especificado e constante.
Para aquiferos confinados, definir ¢ como constante implica que oh/on é
constante. No entanto, em situacdes onde a condutancia de limite varia (por
exemplo, em modelos de aquiferos ndo confinados), a razdo entre @ e oh/on
nao é constante e, em vez disso, hoh/on é constante. Portanto, definir @ com
um valor constante pode ndo conduzir a uma condicdo de contorno de
Neumann.

A atribuicdo de condicdes sem fluxo em modelos de agua subterranea
para representar estratos de baixa permeabilidade, descontinuidades
geoldgicas e divisbes hidraulicas € comum. As estimativas de fluxo de base
para rios e lagos, descarga de &gua subterr@nea submarina para o mar e
recarga através da superficie da terra séo rotineiramente usadas para definir
condicOes de fluxo constante e especificadas. Na pratica, no entanto, € menos
comum saber com precisdo os fluxos de entrada/saida de um sistema de agua
subterranea em comparagcdo com o conhecimento de cargas, que pode ser
verificado diretamente de pocos de monitoramento e, em alguns casos, niveis

de agua da superficie e topografias (e.g., Knowling and Werner 2016).

Condicao de Contorno — Robin (Tipo 3)
A condicdo de contorno Robin, € uma combinacdo linear das condi¢cfes

Dirichlet e Neumann, conforme (Gustafson 1999):
(4)
an

onde « € um coeficiente diferente de zero, que pode ser constante ou variavel.

d
i:J+r'4:,‘|tn =f(x): xeT

Substituindo ¢ por h, aplicando a Lei de Darcy e definindo a para -1/L e f(x)
para —h,_./L, a seguinte formula € obtida que €& prontamente aplicavel para

escoamentos através de um modelo de fronteira:

Q= —?{h — Rreg) (5)

onde K[L/T] € a condutividade hidraulica do aquifero, A é a area da secao

transversal da fronteira através da qual a agua subterranea flui, k. € uma
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carga de referéncia que representa uma externalidade para o dominio do
modelo, e L € o comprimento sobre o qual a queda de carga & - h,,, ocorre. O
nome comum na literatura hidrogeoldgica para condicdes de contorno da forma
dada na Equacédo 5 é "condicdo de escoamento dependente da carga" (e.g.,
Harbaugh 2005). Esta descricdo se refere a confianca de Q em h na fronteira.
E comum se referir a KA/L como a “condutancia de limite”, C [L2/T]. Ambos C e
h... podem variar no espago e no tempo.

A condi¢cdo Robin pode ser aplicado na modelagem de agua subterranea
para representar o truncamento de aquiferos, em que regides do aquifero que

caem fora do dominio do modelo sdo aproximadas por C e n,_.. Além disso, o

fluxo de/para um rio (em situacdes em que o nivel do lencol freatico é mais alto
do que o leito do rio) € frequentemente representado usando a Equacgéo 5,
com impedancia ao escoamento causada pelo leito do rio incluida na
parametrizagcédo de C (e.g., Werner e Laattoe 2016).

Como mencionado acima, definir Q para um valor constante para uma
situacdo de aquifero ndo confinado implica que hoh/on é constante. Isso pode
ser escrito como dh/on — a/h=0 e, portanto, dh/on e h estdo inversamente
relacionados. Estritamente falando, isso esta fora dos formularios de condicbes

de contorno definidas nesse artigo.

Condicao de Contorno — Cauchy

Na condi¢cdo de contorno Cauchy, tanto a variavel dependente quanto
sua derivada normal devem ser especificadas ao longo do limite. Isso
corresponde a imposicdo das condicbes de contorno Dirichlet e Neumann

(Arfken e Weber 2005; Liu 2018). A condi¢cdo Cauchy pode ser expressa como:
{E‘I = fix); (6)

o xel

= g(x);

fn

onde g(x)é uma funcdo continua.
A aplicacdo da Equacao 6 aos modelos de agua subterranea implica no
conhecimento de q (e.g., via Lei de Darcy) e h na fronteira. Problemas praticos

de 4gua subterranea para os quais q e k sdo conhecidos séo raros, a tal ponto
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gue nao fomos capazes de encontrar exemplos onde a Equacéo 6 foi aplicada

a um caso de modelagem de agua subterranea do mundo real.

Condicao de Contorno — Mista
A condicdo de contorno Mista refere-se ao caso em que a fronteira
consiste em segmentos nao sobrepostos, cada um com diferentes tipos de
contorno (Griffiths et al. 2015). Por exemplo, se o limite (I') consiste em duas
partes disjuntas: I'; com uma condicdo de contorno Dirichlet e I, com uma
condicdo de contorno Neumann, isso € considerado uma condi¢cédo de contorno
misto, ou Mixed, dada por (Cheng e Cheng 2005; Liu 2018):
{qﬁ =fx):  xery (7)

ii=g(xj: xeTl

n

A grande maioria dos modelos de &agua subterranea aplicados a
situacOes praticas compreendem varios tipos de condicdes de contorno, porque
vérias combinacdes de recarga, bombeamento, controle de agua de superficie,
limites geoldgicos, divisbes de agua subterranea (ou seja, linhas que conectam
pontos altos em uma superficie potenciométrica, agindo assim como um
escoamento sem fronteira a partir da qual a agua flui em direcbes opostas),
linhas de fluxo (ou seja, advectiva vias de particulas de agua) e
evapotranspiragao (por exemplo, em modelos de secao transversal vertical 2D)
sdo usadas para definir tensdes externas agindo nos dominios do modelo.
Portanto, usando a definicdo padrédo dada acima, pode-se dizer que quase
todos os modelos praticos de agua subterranea tém condi¢cdes de contorno
Mistas, o que, portanto, ndo diferencia de forma significativa um modelo de

agua subterranea de outro.
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Tabela 1

Terminologia Usada na Descricdo das Condi¢c6es de Contorno na Forma

da Equacéo 4 (i.e., Condicéo de Contorno Robin)

Referéncias Descricéao referenciada de condicao de contorno
Robin

Bear (1972, p.252) “terceira, ou problema de valor limite de Cauchy”

Bear (1979, pp. 98, 220) “condigdo de contorno mista (condi¢gdo de contorno de

terceiro tipo; condicdo de contorno de Cauchy)”

Bear e Verruijt (1987, pp. 72, “condicdo de contorno mista, condi¢cdo de contorno de

152) terceiro tipo ou uma condi¢ao de Cauchy”

Franke et al. (1987, p. 6) “fluxo dependente da carga, Tipo 3 (condicdo de
contorno mista), Cauchy”

Guo and Langevin (2002, “Cauchy (fluxo dependente da carga ou condicdo de

pp. 15to 17) limite misto; Tipo 3)”

COMSOL (2005, pp. 16,18, “misto, condicdo Cauchy”
19, 24, 89, 90, 105)

Holzbecher (2007, pp. 62, “Terceiro tipo, Cauchy - ou condi¢do de contorno

81) Robin”

Bear and Cheng (2010, pp. “condicao de contorno do terceiro tipo, ou uma condicdo
189, 198, 313, 439) de contorno Robin”

Barnett et al. (2012, pp. 54,  “Tipo 3, Cauchy ou condi¢do de contorno de gradiente e
169) carga especificada; Tipo 3 (Cauchy ou misto)”

Diersch (2014, p. 196) “condicao de contorno tipo Cauchy (Tipo 3)”

Anderson et al. (2015, p. 77) “Tipo 3. Limite dependente da carga (condi¢cdes de
Cauchy)’

Thangarajan e Singh (2016, “condicdo de contorno do tipo mista ou condi¢éo de
p. 239) contorno do tipo Cauchy ou limite de fluxo dependente

da carga; Condigao de contorno do tipo Robin”

de Smedt e Zijl (2017, p. 21) “Condigao de contorno de terceiro tipo (condi¢cao de

contorno Robin)”

DHI (2017) “condicao de contorno do tipo Cauchy; condicdes de
contorno de transferéncia de fluidos; Limites da 'carga
geral”

USGS (2018) “Fluxo Dependente de Carga (Robin ou condi¢ao de

contorno mista)”
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